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SUR LA TORSION DANS LA COHOMOLOGIE DES
VARIE´TE´S DE SHIMURA DE
KOTTWITZ-HARRIS-TAYLOR
par
Pascal Boyer
Re´sume´. — Lorsque le niveau en l d’une varie´te´ de Shimura de Kottwitz-Harris-Taylor
n’est pas maximal, sa cohomologie a` coefficients dans un Zl-syste`me local n’est en ge´ne´ral pas
libre. Afin d’obtenir des e´nonce´s d’annulation de la torsion, on localise en un ide´al maximal
m de l’alge`bre de Hecke. Nous prouvons alors un e´nonce´ d’annulation de la torsion de ces
localise´s, reposant soit sur m directement, soit sur la repre´sentation galoisienne ρ
m
qui lui
est associe´e. En ce qui concerne la torsion, dans un cadre bien moins ge´ne´ral que [6], nous
obtenons de meˆme que la torsion ne fournit pas de nouveaux syste`mes de parame`tres de
Satake, en prouvant que toute classe de torsion se rele`ve dans la partie libre de la cohomologie
d’une varie´te´ d’Igusa.
Abstract (Torsion in the cohomology of Kottwitz-Harris-Taylor Shimura varieties)
When the level at l of a Shimura variety of Kottwitz-Harris-Taylor is not maximal, its
cohomology with coefficients in a Zl-local system isn’t in general torsion free. In order to
prove torsion freeness results of the cohomology, we localize at a maximal ideal m of the
Hecke algebra. We then prove a result of torsion freeness resting either on m itself or on the
Galois representation ρ
m
associated to it. Concerning the torsion, in a rather restricted case
than [6], we prove that the torsion doesn’t give new Satake parameters systems by showing
that each torsion cohomology class can be raised in the free part of the cohomology of a Igusa
variety.
Introduction
Dans [12], K.-W. Lan et J. Suh prouvent un re´sultat tre`s ge´ne´ral sur l’absence de torsion
dans la cohomologie d’une varie´te´ de Shimura PEL compacte a` valeur dans un Zl-syste`me
local. Pour obtenir un re´sultat aussi ge´ne´ral, les donne´es doivent ve´rifier un certain nombre
d’hypothe`ses
– sur le syste`me local qui est suppose´ tre`s re´gulier au sens de la de´finition 7.18 de [12],
Classification mathe´matique par sujets (2010). — 11F70, 11F80, 11F85, 11G18, 20C08.
Mots clefs. — classes de cohomologie de torsion, varie´te´ de Shimura, faisceau pervers, repre´sentation
automorphe.
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– sur l qui doit eˆtre bon au sens de la de´finition 2.3 de [12] et donc suffisamment grand
relativement au poids du syste`me local conside´re´ et
– sur le niveau en l suppose´ maximal, i.e. la varie´te´ de Shimura est non ramifie´e en l.
Ces hypothe`ses sont loin d’eˆtre superflues comme pourra le noter le lecteur en conside´rant,
par exemple, un niveau qui est un pro-l-sous-groupe d’Iwahori en l, et un syste`me local
re´gulier VZl,ξ tel que VFl,ξ posse`de des vecteurs invariants par le sous-groupe des matrices
unipotentes triangulaires supe´rieures. Alors
– d’une part la cohomologie de VZl,ξ ⊗Zl Ql est concentre´e en degre´ me´dian et donc son
H0 est nul ;
– d’autre part le H0 de VZl,ξ⊗Zl Fl correspond aux vecteurs invariants sous le pro-l-sous
groupe d’Iwahori en l qui est donc non nul.
De ces deux faits, on en de´duit que la torsion du H1 est non nulle. En ce qui concerne le
syste`me local trivial, conside´rons la suite exacte
0→ H1
(
G,H0(X,Fl)
)
−→ H1(Y,Fl) −→ H
1(X,Fl)
G
ou` X → Y est un reveˆtement galoisien de groupe de Galois G, que l’on applique dans le
cas ou`
– X est une varie´te´ de Shimura ge´ome´triquement connexe de sorte que H0(X,Fl) ≃ Fl,
– G est de la forme (Z/lZ)e et
– H1(Y,Ql) est nul.
Ainsi comme H1
(
(Z/lZ)e,Fl
)
est non nul, on en de´duit que la torsion de H2(Y,Zl) est non
nulle. L’exemple le plus simple pour obtenir ces conditions consiste a` prendre une varie´te´
de Shimura de Kottwitz-Harris-Taylor pour U(2, 1) et deux niveaux interme´diaires pour
que G soit de la forme voulue, cf. [14] the´ore`me 3.4.
A` la vue de ces exemples, il semble clair que si on veut une annulation de la torsion
lorsque le niveau en l augmente, il est raisonnable de localiser la cohomologie en un ide´al
maximal m de l’alge`bre de Hecke agissant sur la cohomologie. D’apre`s [13], est associe´e a`
tel m une Fl-repre´sentation galoisienne ρm et on cherche des conditions sur m ou sur ρm,
pour que la localisation de la cohomologie en m soit sans torsion. Des re´sultats dans ce
sens sont obtenus dans [7], via la the´orie de Hodge l-adique de la fibre spe´ciale en l de la
varie´te´ de Shimura dans le cas ou` celle-ci est de Kottwitz-Harris-Taylor.
Dans ce travail on s’inte´resse a` la meˆme question mais a` partir de l’e´tude de la cohomo-
logie de la fibre spe´ciale en une place au dessus de p 6= l en utilisant les calculs explicites de
[3]. On montre alors deux cas d’annulation de la torsion dans la cohomologie d’une varie´te´
de Shimura de Kottwitz-Harris-Taylor XI de niveau I et de dimension relative d − 1, a`
coefficients dans un syste`me local Vξ,Zl associe´ a` une repre´sentation irre´ductible alge´brique
ξ, selon que la condition porte, the´ore`me 4.7, sur les parame`tres de Satake modulo l, i.e.
sur m directement, ou, the´ore`me 4.18, sur la repre´sentation galoisienne ρ
m
associe´e.
The´ore`me A Supposons qu’il existe une place v non ramifie´e pour les donne´es, cf. la
notation 4.1, telle que le multi-ensemble des parame`tres de Satake modulo l en v associe´
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a` m ne contient aucun sous-multi-ensemble de la forme {α, qvα} ou` qv est le cardinal du
corps re´siduel en v. Alors pour tout i, les localise´s H i(XI,η¯, Vξ,Zl)m sont sans torsion.
The´ore`me B Supposons qu’il existe un sous-corps k ⊂ Fl tel que SLn(k) ⊂ ρm(GF ) ⊂
F
×
l GLn(k). Alors si l ≥ d+ 2, les localise´s H
i(XI,η¯, Vξ,Zl)m sont sans torsion pour tout i.
Remarque : le the´ore`me B est l’une des formes que peut prendre le the´ore`me 4.18 qui utilise
une hypothe`se tire´e de [7] et qui est aussi ve´rifie´e si ρ
m
est induit d’un caracte`re du groupe
de Galois d’une extension K/F galoisienne cyclique.
En ce qui concerne la torsion, nous obtenons deux types de contraintes pour son exis-
tence :
– son apparition dans le localise´ en m du i-e`me groupe de cohomologie, implique des
restrictions sur le multi-ensemble des parame`tres de Satake modulo l en toute place
non ramifie´e, cf. la proposition 4.10.
– Si on conside`re le plus petit groupe de cohomologie ou` le localise´ en m n’est pas libre,
alors pour une sous-repre´sentation galoisienne irre´ductible de cette torsion, l’action
du Frobenius en toute place non ramifie´e n’admet pas beaucoup de valeurs propres
distinctes, cf. la proposition 4.14. En particulier si on cherche des repre´sentations
galoisiennes irre´ductibles sans valeur propre multiple pour l’action des Frobenius, leur
dimension est majore´e explicitement, cf. le corollaire 4.15, selon le principe que plus
on s’e´loigne du degre´ me´dian, plus la majoration est contraignante.
– Dans un cadre beaucoup plus simple que celui de [6], on montre que, pour tout m
apparaissant dans la cohomologie, le syste`me de parame`tres de Satake associe´ est la
re´duction modulo l d’un syste`me apparaissant dans la partie libre de la cohomologie
d’une varie´te´ d’Igusa sur une strate de Newton. Dans l’esprit de [13], on peut alors
associer, d’apre`s [9], a` un tel syste`me, une repre´sentation galoisienne dont la re´duction
modulo l est telle qu’aux places non ramifie´es, les frobenius annulent le polynoˆme de
Hecke associe´ a` m, cf. le the´ore`me 4.16. Cependant on notera bien que comme dans
[6] et contrairement a` [13], on n’obtient rien de nouveau.
Pour l’essentiel, les arguments reposent sur les calculs explicites de [3] des groupes de
cohomologie des strates de Newton ; ces re´sultats sont rappele´s au §3.
Les re´sultats de ce papier et notamment le the´ore`me 4.7 devraient, a` l’instar du corollaire
3.5.1 de [7], permettre de prouver la partie poids de Serre de la conjecture de [10] pour
U(d − 1, 1), tout comme [7] le fait pour U(2, 1). Il faudrait pour ce faire ge´ne´raliser les
re´sultats de [8].
L’auteur remercie vivement Benoˆıt Stroh pour nos nombreuses discussions et en parti-
culier pour les exemples de classes de cohomologie de torsion e´voque´es dans l’introduction.
Enfin je remercie le rapporteur anonyme qui a permis de corriger coquilles, mal-dits et
erreurs de la version initialement soumise.
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1. Ge´ome´trie de quelques varie´te´s de Shimura unitaires
Dans la suite l et p de´signeront deux nombres premiers distincts. Soit F = F+E un
corps CM avec E/Q quadratique imaginaire, dont on fixe un plongement re´el τ : F+ →֒ R.
Pour v une place de F , on notera
– Fv le comple´te´ du localise´ de F en v,
– Ov l’anneau des entiers de Fv,
– ̟v une uniformisante et
– qv le cardinal du corps re´siduel κ(v) = Ov/(̟v).
1.1. Hypothe`se. — On supposera dans la suite que l est non ramifie´ dans E.
Soit B une alge`bre a` division centrale sur F de dimension d2 telle qu’en toute place
x de F , Bx est soit de´compose´e soit une alge`bre a` division et on suppose B munie d’une
involution de seconde espe`ce ∗ telle que ∗|F est la conjugaison complexe c. Pour β ∈ B
∗=−1,
on note ♯β l’involution x 7→ x
♯β = βx∗β−1 et G/Q le groupe de similitudes, note´ Gτ dans
[9], de´fini pour toute Q-alge`bre R par
G(R) ≃ {(λ, g) ∈ R× × (Bop ⊗Q R)
× tel que gg♯β = λ}
avec Bop = B ⊗F,c F . Si x est une place de Q de´compose´e x = yy
c dans E alors
G(Qx) ≃ (B
op
y )
× ×Q×x ≃ Q
×
x ×
∏
zi
(Bopzi )
×,
ou`, en identifiant les places de F+ au dessus de x avec les places de F au dessus de y,
x =
∏
i zi dans F
+.
1.2. Notation. — Pour x une place de Q de´compose´e dans E et z une place de F+ au
dessus de x, on notera G(Fz) le facteur (B
op
z )
× de G(Qx) et G(A
z) pour G(A) auquel on
oˆte le facteur (Bopz )
×. De meˆme pour T un ensemble de places de Q et x ∈ T , on notera
T − {z} pour de´signer la re´union des places de T distinctes de x avec les places de F ,
autres que z, au dessus de x.
Dans [9], les auteurs justifient l’existence d’un G comme ci-dessus tel qu’en outre :
– si x est une place de Q qui n’est pas de´compose´e dans E alors G(Qx) est quasi-de´ploye´ ;
– les invariants de G(R) sont (1, d− 1) pour le plongement τ et (0, d) pour les autres.
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On fixe a` pre´sent un nombre premier p = uuc de´compose´ dans E tel qu’il existe une
place v de F au dessus de u avec
(Bopv )
× ≃ GLd(Fv).
On note v = v1, v2, · · · , vr les places de F au dessus de u. Pour tout m = (m1, · · · , mr) ∈
Zr≥0, on pose
mv = (0, m2, · · · , mr),
et pour tout sous-groupe compact Up de G(A∞,p), on note
Uv(m) = U
p × Z×p ×
r∏
i=1
Ker
(
O×Bvi −→ (OBvi/P
mi
vi
)×
)
,
ainsi que
Uv(m) = Uv(m
v).
1.3. Notation. — On note Spl l’ensemble des places v de F telles que pv := v|Q est
de´compose´ dans E et distinct de l, avec
G(Qpv) ≃ Q
×
pv ×GLd(Fv)×
r∏
i=2
(Bopvi )
×,
ou` pv = v.
∏r
i=2 vi dans F
+.
1.4. Notation. — Pour v ∈ Spl, on note Iv l’ensemble des sous-groupes compacts ouverts
≪ assez petits ≫ (1) de G(A∞), de la forme Uv(m). Pour I = Uv(m) ∈ Iv, on note
– Iv = Uv(m),
– n(I) := m1, et
– Spl(I) l’ensemble des places w ∈ Spl telles que I est maximal en w.
1.5. De´finition. — Pour Uv(m) ≪ assez petit ≫, soit XUv(m)/ SpecOv ≪ la varie´te´ de Shi-
mura dite de Kottwitz-Harris-Taylor associe´e a` G ≫ construite dans [9].
Remarque : XUv(m) est un sche´ma projectif sur SpecOv tel que quand U
p et m varient, les
XUv(m) forment un syste`me projectif dont les morphismes de transition sont finis et plats.
Quand m1 = m
′
1 alors XUv(m) −→ XUv(m′) est e´tale. Par ailleurs le syste`me projectif(
XUv(m)
)
Up,m
est naturellement muni d’une action de G(A∞)× Z telle que l’action d’un e´le´ment wv du
groupe de Weil Wv de Fv est donne´e par celle de − deg(wv) ∈ Z, ou` deg = val ◦Art
−1 ou`
Art−1 : W abv ≃ F
×
v est l’isomorphisme d’Artin qui envoie les Frobenius ge´ome´triques sur
les uniformisantes.
1. tel qu’il existe une place x pour laquelle la projection de Uv(m) sur G(Qx) ne contienne aucun
e´le´ment d’ordre fini autre que l’identite´, cf. [9] bas de la page 90
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Notons A la varie´te´ abe´lienne universelle sur XIv,s¯v puis G := diag(1, 0, · · · , 0).A[v
∞] le
groupe de Barsotti-Tate de dimension 1 associe´.
1.6. Notations. — (cf. [2] §1.3) Pour I ∈ Iv, on note :
– XI,sv la fibre spe´ciale de XI en v et XI,s¯v := XI,sv × Spec F¯p la fibre spe´ciale
ge´ome´trique.
– Pour tout 1 ≤ h ≤ d, X≥hI,s¯v (resp. X
=h
I,s¯v) de´signe la strate ferme´e (resp. ouverte) de
Newton de hauteur h, i.e. le sous-sche´ma dont la partie connexe du groupe de Barsotti-
Tate en chacun de ses points ge´ome´triques est de rang ≥ h (resp. e´gal a` h).
1.7. Notations. — Pour tout 1 ≤ h < d, nous utiliserons les notations suivantes :
ih+1 : X
≥h+1
I,s¯v →֒ X
≥h
I,s¯v , j
≥h : X=hI,s¯v →֒ X
≥h
I,s¯v .
Remarque : par la suite, lors de l’introduction de nouvelles notations relativement a` des
inclusions ge´ome´triques, nous conserverons la convention qu’une lettre i (resp. j) de´signe
une inclusion ferme´e (resp. ouverte).
Rappelons que L := (Lie G)∨ est un fibre´ en droite ample sur XIv,s¯v .
1.8. The´ore`me. — (cf. [11]) Pour tout 1 ≤ h ≤ d, il existe un invariant de Hasse
ge´ne´ralise´
Hh ∈ H
0(X≥hIv,s¯v ,L
(ph−1))
qui est inversible sur X=hIv,s¯v et posse`de un ze´ro simple sur X
≥h+1
Iv,s¯v .
Remarque : en particulier X=hIv,s¯v est affine et re´gulie`re.
Pour tout 1 ≤ h < d, les strates X=hI,s¯v sont ge´ome´triquement induites sous l’action du
parabolique Ph,d(Fv) au sens ou` il existe un sous-sche´ma ferme´ X
=h
I,s¯v,1 muni d’une action
par correspondances de G(A∞,v)×GLd−h(Fv)× Z tel que :
X=hI,s¯v ≃ X
=h
I,s¯v,1 ×Ph,d(Ov/(̟n(I)v ))
GLd(Ov/(̟
n(I)
v )).
1.9. Notation. — On note X≥hI,s¯v,1 l’adhe´rence de X
=h
I,s¯v,1 dans X
≥h
I,s¯v et
j≥h1 : X
=h
I,s¯v,1 →֒ X
≥h
I,s¯v,1.
2. Repre´sentations automorphes cohomologiques
Avant de parler de repre´sentations automorphes, rappelons quelques notations sur les
repre´sentations admissibles de GLn sur un corps local K. Pour P = MN un parabo-
lique standard de GLn de Le´vi M et de radical unipotent N , on note δP : P (K) → Q
×
l
l’application de´finie par
δP (h) = | det(ad(h)|Lie N)|
−1.
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Pour (π1, V1) et (π2, V2) des repre´sentations de respectivement GLn1(K) et GLn2(K), et
Pn1,n2 le parabolique standard deGLn1+n2 de LeviM = GLn1×GLn2 et de radical unipotent
N ,
π1 × π2
de´signe l’induite parabolique normalise´e de Pn1,n2(K) a` GLn1+n2(K) de π1⊗π2 c’est a` dire
l’espace des fonctions f : GLn1+n2(K)→ V1 ⊗ V2 telles que
f(nmg) = δ
−1/2
Pn1,n2
(m)(π1 ⊗ π2)(m)
(
f(g)
)
, ∀n ∈ N, ∀m ∈M, ∀g ∈ GLn1+n2(K).
Rappelons qu’une repre´sentation π de GLn(K) est dite cuspidale si elle n’est pas un sous-
quotient d’une induite parabolique propre.
2.1. Notation. — Soient g un diviseur de d = sg et π une repre´sentation cuspidale
irre´ductible de GLg(K). L’unique quotient (resp. sous-repre´sentation) irre´ductible de
π{1−s
2
} × π{3−s
2
} × · · · × π{ s−1
2
} est note´ Sts(π) (resp. Spehs(π)).
Remarque : du point de vue galoisien, via la correspondance de Langlands locale, la
repre´sentation Spehs(π) correspond a` la somme directe σ(
1−s
2
)⊕· · ·⊕σ( s−1
2
) ou` σ correspond
a` π. Plus ge´ne´ralement pour π une repre´sentation irre´ductible quelconque de GLg(K) as-
socie´e a` σ par la correspondance de Langlands locale, on notera Spehs(π) la repre´sentation
de GLsg(K) associe´e, par la correspondance de Langlands locale, a` σ(
1−s
2
)⊕ · · · ⊕ σ( s−1
2
).
Rappelons, cf. [9] p.97, la parame´trisation des repre´sentations alge´briques irre´ductibles
de G sur Q¯l. Fixons pour ce faire un plongement σ0 : E →֒ Q¯l et notons Φ l’ensemble des
plongements σ : F →֒ Q¯l dont la restriction a` E est σ0.
Fait : Il existe une bijection explicite entre les repre´sentations alge´briques irre´ductibles
ξ de G sur Q¯l et les (d + 1)-uplets
(
a0, (
−→aσ)σ∈Φ
)
ou` a0 ∈ Z et pour tout σ ∈ Φ, on a
−→aσ = (aσ,1 ≤ · · · ≤ aσ,d).
Soit K ⊂ Q¯l, une extension finie de Ql telle que la repre´sentation ι
−1 ◦ ξ de plus haut
poids
(
a0, (
−→aσ)σ∈Φ
)
, soit de´finie sur K ; notons Wξ,K l’espace de cette repre´sentation et
Wξ,O un re´seau stable sous l’action du sous-groupe compact maximal G(Zl), ou` O de´signe
l’anneau des entiers de K.
Remarque : si on suppose que ξ est l-petit, i.e. que pour tout σ ∈ Φ et pour tout 1 ≤ i <
j ≤ n, on a 0 ≤ aτ,j − aτ,i < l, alors un tel re´seau stable est unique a` homothe´tie pre`s.
Notons λ une uniformisante de O et soit pour n ≥ 1, un sous-groupe distingue´ In ∈ Iv
de I ∈ Iv, compact ouvert agissant trivialement sur Wξ,O/λn := Wξ,O ⊗O O/λ
n. On note
alors Vξ,O/λn le faisceau sur XI dont les sections sur un ouvert e´tale T −→ XI sont les
fonctions
f : π0
(
XIn ×XI T
)
−→Wξ,O/λn
telles que pour tout k ∈ I et C ∈ π0
(
XIn ×XI T
)
, on a la relation f(Ck) = k−1f(C).
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2.2. Notation. — On pose alors
Vξ,O = lim←
n
Vξ,O/λn et Vξ,K = Vξ,O ⊗O K.
On utilisera aussi la notation Vξ,Z¯l et Vξ,Q¯l pour les versions sur Z¯l et Q¯l respectivement.
Remarque : rappelons que la repre´sentation ξ est dite re´gulie`re si son parame`tre(
a0, (
−→aσ)σ∈Φ
)
est tel que pour tout σ ∈ Φ, on a aσ,1 < · · · < aσ,d.
On fixe a` pre´sent une C-repre´sentation irre´ductible alge´brique de dimension finie ξ de
G.
2.3. De´finition. — Une C-repre´sentation irre´ductible Π∞ de G(A∞) est dite ξ-
cohomologique s’il existe un entier i tel que
H i((Lie G(R))⊗R C, Uτ ,Π∞ ⊗ ξ
∨) 6= (0)
ou` Uτ est un sous-groupe compact modulo le centre de G(R), maximal, cf. [9] p.92. On no-
tera diξ(Π∞) la dimension de ce groupe de cohomologie. Une Q¯l-repre´sentation irre´ductible
Π∞ de G(A∞) sera dit automorphe ξ-cohomologique s’il existe une C-repre´sentation ξ-
cohomologique Π∞ de G(A∞) telle que ιl
(
Π∞
)
⊗Π∞ est une C-repre´sentation automorphe
de G(A).
2.4. Notation. — Pour Π une repre´sentation irre´ductible admissible de G(A), on note
m(Π) sa multiplicite´ dans l’espace des formes automorphes.
Pour Π une repre´sentation automorphe irre´ductible admissible cohomologique de G(A),
rappelons, cf. par exemple le lemme 3.2 de [5], que pour x une place de Q de´compose´e
x = yyc dans E et z une place de F au dessus de y telle que, avec la notation 1.2,
G(Fz) := (B
op
z )
× ≃ GLd(Fz), la composante locale Πz, au sens de 1.2, est de la forme
Spehs(πz) pour πz une repre´sentation irre´ductible non de´ge´ne´re´e et s un entier ≥ 1 qui ne
de´pend que de Π et non de la place z comme ci-dessus.
2.5. De´finition. — L’entier s ci-avant est appele´ la profondeur de de´ge´ne´rescence de Π.
Remarque : on rappelle qu’un telle repre´sentation Π est dite tempe´re´e si sa profondeur de
de´ge´ne´rescence s est e´gale a` 1.
2.6. Notation. — Les diξ(Π∞) sont nuls si |d − 1 − i| ≥ s ou si d − 1 − i ≡ s mod 2.
Sinon ils sont tous e´gaux, on note dξ(Π∞) la valeur commune non nulle des d
i
ξ(Π∞).
TORSION DANS LA COHOMOLOGIE DE CERTAINES VARIE´TE´S DE SHIMURA COMPACTES 9
3. Rappels sur la Ql-cohomologie d’apre`s [3]
Dans ce paragraphe v de´signe une place de F telle que pv := v|Q est de´compose´ dans E
distinct de l et G(Qpv) ≃ Q
×
pv ×GLd(Fv)×
∏r
i=2(B
op
vi
)×, ou` pv = v.
∏r
i=2 vi dans F
+.
3.1. Notation. — Pour 1 ≤ h ≤ d, on note Iv(h) l’ensemble des sous-groupes compacts
ouverts de la forme
Uv(m, h) := Uv(m
v)×
(
Ih 0
0 Kv(m1)
)
,
ou` Kv(m1) = Ker
(
GLd−h(Ov) −→ GLd−h(Ov/(̟
m1
v ))
)
. La notation [H i(h, ξ)] (resp.
[H i! (h, ξ)]) de´signera l’image de
lim
−→
I∈Iv(h)
H i(X≥hI,s¯v,1, Vξ,Q¯l[d− h]) resp. lim−→
I∈Iv(h)
H i(X≥hI,s¯v,1, j
≥h
1,! Vξ,Q¯l[d− h])
dans le groupe de Grothendieck Groth(v, h) des repre´sentations admissibles de G(A∞) ×
GLd−h(Fv)× Z.
Remarques :
(i) comme tous les compacts de Iv (resp. Iv(h)) contiennent le facteur Z
×
pv , les
repre´sentations Π qui vont intervenir par la suite, dans les diffe´rents groupes de
cohomologie, devront toutes ve´rifier que leur composante Πpv,0 sur le facteur de
similitude Q×pv , est telle (Πpv,0)|Z×pv = 1.
(ii) L’action de σ ∈Wv sur ces GLh(Fv)×Z-modules est donne´e par celle de − deg σ ∈ Z
compose´e avec celle de Πpv,0(Art
−1(σ)).
(iii) Par ailleurs, on munit ces espaces d’une action de GLh(Fv) via le morphisme
val ◦ det : GLh(Fv) −→ Z
et enfin une action de Ph,d(Fv) via son facteur de Le´vi GLh(Fv)× GLd−h(Fv), i.e. en
faisant agir trivialement son radical unipotent.
Pour I0 ∈ Iv(h) qui est maximal en v, i.e. m1 = 0, on a
H i(X≥hI0,s¯v , Vξ,Ql) =
(
lim
→
I∈Iv(h)
H i(X≥hI,s¯v,1, Vξ,Q¯l)
)I0
(3.2)
ainsi que
H i(X≥hI0,s¯v , j
≥h
! Vξ,Ql) =
(
lim
→
I∈Iv(h)
H i(X=hI,s¯v,1, j
≥h
1,! Vξ,Q¯l)
)I0
. (3.3)
3.4. Notation. — Pour Π∞,v une repre´sentation irre´ductible de G(A∞,v), on notera
Groth(h){Π∞,v} le sous-groupe facteur direct de Groth(v, h) engendre´ par les irre´ductibles
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de la forme Π∞,v⊗πv,et⊗ζ ou` πv,et (resp. ζ) est une repre´sentation irre´ductible quelconque
de GLd−h(Fv) (resp. de Z). On notera alors
[H i(h, ξ)]{Π∞,v}
la projection de [H i(h, ξ)] sur ce facteur direct.
On e´crit
[H i(h, ξ)]{Π∞,v} = Π∞,v ⊗
(∑
Ψv,ξ
mΨv,ζ(Π
∞,v)Ψv ⊗ ζ
)
,
ou` Ψv (resp. ξ) de´crit l’ensemble des repre´sentations admissibles de GLh(Fv), (resp. de Z
que l’on voit comme une repre´sentation non ramifie´e de Wv).
3.5. Proposition. — Pour P l’ensemble des nombres premiers de Z et I = ⊗q∈PIq ∈ Iv
maximal en v, dans le groupe de Grothendieck des repre´sentations de l’alge`bre de Hecke
⊗q∈PQl[Iq\G(Qq)/Iq], on a avec les notations pre´ce´dentes
[Hd−h+i(X≥hI,s¯v , Vξ,Ql)] =
∑
Π∞,v
(Π∞,v)I
∞,v
⊗
(∑
Ψv,ξ
mΨv,ζ(Π
∞,v)
(
Spehh ζ ×Ψv
)GLd(Ov))
.
De´monstration. — Le re´sultat de´coule directement de (3.2) avec la description de l’action
de GLd(Fv), et du fait que, d’apre`s [3], la de´composition de lim→
I∈Iv
H i(X≥hI,s¯v,1, Vξ,Q¯l) selon ses
Π∞,v-composantes est semi-simple.
Remarque : on a une e´galite´ du meˆme style pour la cohomologie a` support compact
H i(X≥hI,s¯v , j
≥h
! Vξ,Ql).
Les re´sultats suivants se de´duisent directement, dans le cas de la repre´sentation triviale,
de la description des groupes de cohomologie des extensions interme´diaires (resp. par ze´ro)
des syste`mes locaux d’Harris-Taylor donne´s aux §3 (resp. §5) de [3]. Le lecteur pourra
trouver utile, la re´e´criture de ces re´sultats dans [5].
3.6. Proposition. — Soit Π une repre´sentation automorphe irre´ductible ξ-cohomologique
tempe´re´e. Pour tout h = 1, · · · , d et pour tout i 6= 0,
[H i(h, ξ)]{Π∞,v} et [H i! (h, ξ)]{Π
∞,v}
sont nuls.
De´monstration. — Le re´sultat pour H i(h, ξ) est un cas particulier de la proposition (2) 3.6
de [5] pour le syste`me local constant, i.e. πv est la repre´sentation triviale, et s = 1. Pour la
cohomologie a` support compact, on peut soit e´voquer la proposition 3.12 de [5], soit utiliser
la description, d’apre`s le corollaire 5.4.1 de [2], de cette extension par ze´ro en termes des
syste`mes locaux sur les strates de Newton d’indices h′ ≥ h.
2. laquelle de´coule directement de la proposition 3.6.1 de [3]
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3.7. Proposition. — Soit Π une repre´sentation automorphe irre´ductible ξ-cohomologique
non tempe´re´e de profondeur de de´ge´ne´rescence s > 1 au sens de la de´finition 2.5. Alors
(i) pour tout h > s, les [H i! (h, ξ)]{Π
∞,v} sont nuls pour tout i ;
(ii) pour tout h 6= s, [H0! (h, ξ)]{Π
∞,v} est nul.
De´monstration. — Le re´sultat est donne´ a` la proposition (3) 3.12 de [5] en prenant t = 1.
En particulier pour (ii), le re´sultat de´coule du fait que, avec les notations de loc. cit.,
ns,1(h, 0) est non nul si et seulement si h = s.
Remarque : dans loc. cit. on montre plus pre´cise´ment que [H i! (h, ξ)]{Π
∞,v} 6= (0) si et
seulement si i = s− h ≥ 0.
3.8. Notation. — Soit UG(Π
∞,v) l’ensemble des repre´sentations irre´ductibles auto-
morphes Π′ de G(A) telles que (Π′)∞,v ≃ Π∞,v.
Remarque : d’apre`s le corollaire VI.2.2 de [9], la composante locale Π′v d’un Π
′ ∈ UG(Π
∞,v)
ne de´pend pas de Π′ tel que dξ(Π
′
∞) 6= 0, cf. le corollaire VI.2.2 de [9].
On suppose pour la fin de ce paragraphe que Π est une repre´sentation automorphe
irre´ductible ξ-cohomologique tempe´re´e dont la composante locale en v est
Πv ≃ Stt1(πv,1)× · · · × Sttu(πv,u),
ou` pour i = 1, · · · , u, πv,i est une repre´sentation irre´ductible cuspidale de GLgi(Fv).
3.9. Proposition. — Avec les notations et les hypothe`ses pre´ce´dentes concernant Π,
– [H0(h, ξ)]{Π∞,v} est nulle sauf si tous les πv,i pour i = 1, · · · , u sont des caracte`res.
– Dans le cas ou` pour tout i = 1, · · · , u, πv,i est un caracte`re de F
×
v que l’on note χv,i,
on les ordonne de fac¸on que les r premiers correspondent aux non ramifie´s. On a alors
dans Groth(h){Π∞,v}, l’e´galite´
[H0(h, ξ)]{Π∞,v} =
(
♯Ker1(Q, G)
d
∑
Π′∈UG(Π∞,v)
m(Π′)dξ(Π
′
∞)
)( ∑
1≤k≤r: tk=h
Π(k)v ⊗ χv,kΞ
d−h
2
)
ou`
– Ker1(Q, G) est le sous-ensemble de H1(Q, G) constitue´ des e´le´ments qui de-
viennent triviaux dans H1(Qp′, G) pour toute place p
′ de Q,
– Π(k)v := Stt1(χv,1)× · · · × Sttk−1(χv,k−1)× Sttk+1(χv,k+1)× · · · × Sttu(χv,u) et
– Ξ : 1
2
Z −→ Z
×
l est de´fini par Ξ(
1
2
) = q
1
2
v .
De´monstration. — Il s’agit a` nouveau de la proposition 3.6 de [5] avec s = 1 et πv la
repre´sentation triviale de F×v : avec les notation de loc. cit., Rπk,v(1, tk)(h, 0) disparait i.e.
c’est la repre´sentation triviale de GL0(Fv).
3. laquelle de´coule directement des calculs de [3] §5
12 PASCAL BOYER
Remarque : a` partir de ces descriptions cohomologiques en niveau infini, on retrouve leurs
versions en niveau fini, et maximal en v, en utilisant la proposition 3.5. En particulier dans
la formule de la proposition, on prend les invariants sous I de Π∞,v⊗
(
Π(k)v ×Spehh(χv,k)
)
.
4. Localisation de la cohomologie
4.1. Notation. — Pour I un niveau fini, soit
TI := Zl
[
Tw,i : w ∈ Spl(I) et i = 1, · · · , d
]
,
l’alge`bre de Hecke associe´e a` Spl(I), ou` Tw,i est la fonction caracte´ristique de
GLd(Ow) diag(
i︷ ︸︸ ︷
̟w, · · · , ̟w,
d−i︷ ︸︸ ︷
1, · · · , 1)GLd(Ow) ⊂ GLd(Fw).
Le re´sultat suivant tire´ de [7] est la relation d’Eichler-Shimura de´montre´e par Wedhorn
dans [15], dans le cadre de nos varie´te´s de Shimura de Kottwitz-Harris-Taylor.
4.2. The´ore`me. — (cf. [7] 3.3.1) Pour tout w ∈ Spl(I), l’action de
d∑
i=0
(−1)iq
i(i−1)
2
w Tw,i Frob
d−i
w
sur chacun des Hj(XI,η¯, Vξ,Zl) est nulle.
Dans la suite, on fixe une place v ∈ Spl, un ide´al I ∈ Iv tel que I = I
v (4) ainsi qu’un
ide´al maximal m de TI de corps re´siduel Fl tel qu’il existe un entier 1 ≤ h ≤ d et i ∈ Z
tels que
H i(X≥hI,s¯v , Vξ,Zl)m 6= (0). (4.3)
Pour tout w ∈ Spl(I), on note
Pm,w(X) :=
d∑
i=0
(−1)iq
i(i−1)
2
w Tw,iX
d−i ∈ Fl[X]
le polynoˆme de Hecke associe´ a` m et
Sm(w) :=
{
λ ∈ TI/m ≃ Fl tel que Pm,w(λ) = 0
}
,
le multi-ensemble des parame`tres de Satake modulo l en w associe´s a` m.
Remarque : on rappelle qu’un multi-ensemble est un couple (A,m) ou` A est un ensemble
appele´ le support et m : A −→ N∗ ∪ {+∞} est la multiplicite´ au sens ou` a ∈ A apparait
m(a) fois dans le multi-ensemble (A,m). On dira qu’un multi-ensemble (A,m) est contenu
dans (A′, m′) si et seulement si A ⊂ A′ et pour tout a ∈ A, on a m(a) ≤ m′(a).
4. En particulier, on a v ∈ Spl(I).
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Avec les notations pre´ce´dentes, l’image Tw,i de Tw,i dans TI/m s’e´crit
Tw,i = q
i(1−i)
2
w σi(λ1, · · · , λd)
ou` Sm(w) = {λ1, · · · , λd} et σi de´signe la i-e`me fonction syme´trique e´le´mentaire.
4.4. Notation. — On notera alors m∨ l’ide´al maximal de TI de´fini par
Tw,i ∈ TI 7→ q
i(1−i)
2
w σi(λ
−1
1 , · · · , λ
−1
d ) ∈ Fl.
4.5. De´finition. — On de´finit
lm(w;α) := max
{
s tel que {α, qwα, · · · , q
s−1
w α} ⊂ Sm(w)
}
et
lm(w) := max
α∈Sm(w)
lm(w;α).
Remarque : dans la de´finition pre´ce´dente, {α, qwα, · · · , q
s−1
w α} est conside´re´ comme un
multi-ensemble et l’inclusion associe´e est relative aux multi-ensembles. En particulier si
qw ≡ 1 mod l, alors lm(w;α) est simplement la multiplicite´ de α dans Sm(w).
4.6. Lemme. — Avec les notations pre´ce´dentes, s’il existe i avec
H i(X≥hI,s¯v , Vξ,Zl)m ⊗Zl Ql 6= (0) resp. H
i(X≥hI,s¯v , j
≥h
! Vξ,Zl)m ⊗Zl Ql 6= (0),
alors lm(v) ≥ h.
De´monstration. — Rappelons que l’action du facteur GLh(Fv) du Le´vi Ph,d(Fv) sur
lim
→
I∈Iv
H i(X≥hI,s¯v,1, Vξ,Q¯l) (resp. lim→
I∈Iv
H i(X=hI,s¯v,1, j
≥h
1,! Vξ,Q¯l)) se factorise par val ◦ det : GLh(Fv) −→
Z de sorte que le re´sultat de´coule via (3.2) (resp. de (3.3)) de la proposition 3.5, en re-
marquant que les parame`tres de Satake des invariants sous GLh(Fv) de la repre´sentation
triviale Spehh(1v) sont {q
1−h
2
v , q
3−h
2
v , · · · , q
h−1
2
v }.
4.7. The´ore`me. — Si lm(v) = 1 alors pour toute repre´sentation alge´brique ξ, la locali-
sation H i(XI,η¯, Vξ,Zl)m en m de la cohomologie de Vξ,Zl est nulle pour i 6= d − 1 et sans
torsion, pour i = d− 1.
Remarque : dans l’e´nonce´ pre´ce´dent, il faut voir la place v comme une place auxiliaire au
sens ou`, pour I fixe´, de`s qu’il existe v ∈ Spl(I) avec I = Iv ∈ Iv telle que lm(v) = 1, alors
la localisation de la cohomologie est sans torsion concentre´e en degre´ me´dian.
De´monstration. — Nous allons montrer par re´currence sur h de d a` 2 que lesH i(X≥hI,s¯v , Vξ,Zl)m
sont nuls : d’apre`s le lemme pre´ce´dent c’est de´ja` vrai pour les parties libres, il ne reste
donc plus qu’a` conside´rer la torsion de ces groupes. Pour h = d, les H i(X≥dI,s¯v , Vξ,Zl) sont
nuls pour i 6= 0 et sans torsion pour i = 0, le re´sultat de´coule donc du lemme pre´ce´dent.
14 PASCAL BOYER
Supposons le re´sultat acquis jusqu’au rang h + 1 et traitons le cas de h ≥ 2. Conside´rons
la suite exacte courte de faisceaux pervers sans torsion (5)
0→ ih+1,∗Vξ,Zl,|X≥h+1I,s¯v
[d− h− 1] −→ j≥h! j
≥h,∗Vξ,Zl,|X≥hI,s¯v
[d− h] −→ Vξ,Zl,|X≥hI,s¯v
[d− h]→ 0.
Il re´sulte du the´ore`me d’Artin, cf. par exemple le the´ore`me 4.1.1 de [1] et, donc, de l’affinite´
des strates X=hI,s¯v d’apre`s le the´ore`me 1.8, que les H
i(X≥hI,s¯v , j
≥h
! j
≥h,∗Vξ,Zl,|X≥hI,s¯v
[d − h]) sont
nuls pour i < 0 et sans torsion pour i = 0, de sorte que pour i > 0, on a
0→ H−i−1(X≥hI,s¯v , Vξ,Zl[d− h]) −→ H
−i(X≥h+1I,s¯v , Vξ,Zl[d− h− 1])→ 0, (4.8)
et pour i = 0,
0→ H−1(X≥hI,s¯v , Vξ,Zl[d− h]) −→ H
0(X≥h+1I,s¯v , Vξ,Zl[d− h− 1]) −→
H0(X≥hI,s¯v , j
≥h
! j
≥h,∗Vξ,Zl[d− h]) −→ H
0(X≥hI,s¯v , Vξ,Zl[d− h])→ · · · (4.9)
Ainsi apre`s localisation en m et en utilisant l’hypothe`se de re´currence, on obtient que
les H i(X≥hI,s¯v , Vξ,Zl[d−h])m sont nuls pour i < 0 et sans torsion pour i = 0. En utilisant que
la proprie´te´ lm(v) = 1 est invariante par dualite´, i.e.
lm(v) = 1⇔ lm∨(v) = 1,
on en de´duit alors par application de la dualite´ de Verdier que les H i(X≥hI,s¯v , Vξ,Zl [d− h])m
sont nuls pour i 6= 0 et sans torsion pour i = 0. On est ainsi ramener sur Ql en degre´
me´dian ou` le re´sultat de´coule du lemme pre´ce´dent.
Les meˆmes arguments applique´s au cas h = 1, nous donnent que les H i(XI,s¯v , Vξ,Zl)m
sont nuls pour i 6= d − 1 et sans torsion pour i = d − 1. Le the´ore`me de changement de
base lisse fournit H i(XI,η¯, Vξ,Zl) ≃ H
i(X≥1I,s¯v , Vξ,Zl), d’ou` le re´sultat.
Une analyse plus fine de la preuve pre´ce´dente permet d’obtenir la pre´cision suivante.
4.10. Proposition. — Soit i ≥ 0 tel que la torsion de H−i(XI,η¯, Vξ,Zl [d − 1])m est non
nulle. On a alors lm(v) ≥ i+ 2.
Remarque : l’ine´galite´ e´vidente lm(v) ≤ d, nous donne en particulier que la torsion
de H0(XI,η¯, Vξ,Zl)m est nulle ; on peut donc comprendre l’e´nonce´ pre´ce´dent comme une
ge´ne´ralisation de ce fait e´le´mentaire.
De´monstration. — Notons r = lm(v). En reprenant la preuve du the´ore`me pre´ce´dent, on
obtient que les H i(X≥hI,s¯v , Vξ,Zl[d − h])m sont nuls pour tout i (resp. i 6= 0 et sans torsion
pour i = 0) tant que h > r (resp. pour h = r). Montrons a` pre´sent par re´currence sur h de
r a` 1 que les H−i(X≥hI,s¯v , Vξ,Zl [d−h])m sont nuls pour i > r−h et sans torsion pour i = r−h.
5. Les strates X≥hI,s¯v e´tant lisses et j
≥h e´tant affine, les trois termes de la suite exacte sont pervers et
sont libres au sens de la the´orie de torsion naturelle issue de la structure Zl-line´aire, cf. [4] §1.1-1.3.
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D’apre`s les isomorphismes de (4.8), on voit que la nullite´ de H−i(X≥h+1I,s¯v , Vξ,Zl[d− h− 1])m
pour tout i > r − h − 1 donne celle de H−i(X≥hI,s¯v , Vξ,Zl [d − h])m pour tout i > r − h. Le
re´sultat de l’e´nonce´ de´coule, par contraposition, du cas h = 1 et du changement de base
lisse.
Dans l’argument pre´ce´dent on voit que la torsion peut apparaˆıtre, par exemple, a` cause
de la fle`che
H0(X≥rI,s¯v , Vξ,Zl,|X≥rI,s¯v
[d− r]) →֒ H0(X≥r−1I,s¯v , j
≥r−1
! j
≥r−1,∗Vξ,Zl,|X≥r−1I,s¯v
[d− r + 1])
entre deux Zl-modules libres a` priori non nuls. Les exemples de l’introduction ou` la torsion
est non nulle, illustrent le fait que pour certains m, l’injection pre´ce´dente est non stricte.
Remarque : Sur Ql, d’apre`s la proposition 3.7, la {Π
∞,v}-composante d’une telle fle`che est
nulle si Π n’est pas tempe´re´e.
4.11. De´finition. — Pour 1 ≤ δ ≤ lm(v), on de´finit
µm(v; δ) = ♯
{
α ∈ Sm(v) : lm(v;α) ≥ δ.
}
.
Supposons que m et ξ sont tels qu’il existe i ≤ 0 tel que la torsion deH i(XI,η¯, Vξ,Zl[d−1])m
est non nulle.
4.12. Notation. — Soit im,ξ ≥ 0 maximal tel que pour tout i < −im,ξ, la torsion de
H i(XI,η¯, Vξ,Zl[d− 1])m est nulle.
4.13. Lemme. — Pour tout 1 ≤ h ≤ 1 + im,ξ, le localise´ H
i(X≥hI,η¯ , Vξ,Zl,|X≥hI,s¯v
[d − h])m est
sans torsion pour i < h− 1− im,ξ et de torsion non nulle pour i = h− 1− im,ξ.
De´monstration. — On raisonne par re´currence sur h de 1 a` 1 + im,ξ : le cas h = 1 de´coule
de la de´finition de im,ξ et du changement de base lisse. La proprie´te´ d’inductivite´ de h− 1
a` h se de´duit alors des isomorphismes (4.8) localise´s en m et, pour h = 1+ im,ξ, de la suite
exacte longue (4.9).
4.14. Proposition. — L’action du Frobenius Frobv sur le Fl-espace
H
−im,ξ
tor (XI,η¯, Vξ,Zl[d− 1])m ⊗Zl Fl
admet au plus µm(v; im,ξ + 2) valeurs propres distinctes.
Remarque : comme pre´ce´demment la proposition ci-dessus est valable pour toute place v
telle que I = Iv ∈ Iv.
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De´monstration. — Continuons les arguments de la preuve du lemme pre´ce´dent pour les
h > 1+im,ξ. Des isomorphismes (4.8) et de la suite exacte (4.9), on en de´duit, par re´currence
sur h > 1 + im,ξ, que les H
i(X≥hI,s¯v , Vξ,Zl,|X≥hI,s¯v
[d− h])m sont sans torsion pour tout i ≤ 0. En
outre pour h = 1 + im,ξ, la torsion de H
0(X
≥1+im,ξ
I,s¯v , Vξ,Zl[d − 1 − im,xi])m s’obtient comme
celle du conoyau
H0(X
≥2+im,ξ
I,s¯v , Vξ,Zl[d− 2− im,ξ])m −→
H0(X
≥1+im,ξ
I,s¯v , j
≥1+im,ξ
! j
≥1+im,ξ,∗Vξ,Zl [d− 1− im,ξ])m.
En utilisant les isomorphismes (4.8) respectivement pour h = im,ξ, · · · , 1 avec i = im,ξ − h,
on obtient que la torsion de H−im,ξ(XI,η¯, Vξ,Zl[d − 1])m s’obtient comme celle du conoyau
du morphisme pre´ce´dent.
Ainsi d’apre`s la proposition 3.7, et en utilisant la remarque (ii) qui suit 3.1, les va-
leurs propres de Frobv cherche´es sont a` prendre dans la re´duction modulo l des [H
0(2 +
im,ξ, ξ)]{Π
∞,v}, pour Π tempe´re´e d’apre`s la remarque pre´ce´dant 4.11, telles que pour tout
v ∈ Spl(I), les parame`tres de Satake en v modulo l sont donne´s par m. Pour une telle
repre´sentation Π avec, cf. la proposition 3.9,
Πv ≃ Stt1(χv,1)× · · · × Sttu(χv,u),
avec les notations de la proposition 3.9, pour avoir des vecteurs invariants sous
GLd−2−im,ξ(Ov), il faut
– qu’il existe 1 ≤ k ≤ u tel que tk = 2 + im,ξ,
– que pour tout 1 ≤ i 6= k ≤ u, on ait ti = 1 et
– que les caracte`res χv,1, · · · , χv,u soient non ramifie´s.
Pour un tel Π, d’apre`s la proposition 3.9, la valeur propre de Frobv associe´e est
χv,k(̟v)q
d−i
m,ξ−2
2
v , et d’apre`s la proposition 3.5, le multi-ensemble des parame`tres de
Satake est{
χv,1(̟v), · · · , χv,k−1(̟v),
χv,k(̟v)q
−
i
m,ξ+1
2
v , χv,k(̟v)q
−
i
m,ξ−1
2
v , · · · , χv,k(̟v)q
1+i
m,ξ
2
v ,
χv,k+1(̟v), · · · , χv,u(̟v)
}
.
En particulier modulo l, ce multi-ensemble de parame`tres de Satake contient un sous-
multi-ensemble de la forme {α, qvα, · · · , q
1+im,ξ
v α}. On obtient ainsi, par de´finition, au plus
µm(v; im,ξ + 2) valeurs propres de Frobenius distinctes.
4.15. Corollaire. — On suppose l ≥ d + 2 et supposons que l’ordre de qv modulo l
soit > d. Si ρ est une Fl-sous-repre´sentation galoisienne irre´ductible dans la torsion de
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H−im,ξ(XI,η¯, Vξ,Zl[d− 1])m telle que les valeurs propres de Frobv sont distinctes alors
dim ρ ≤ d− 1− im,ξ.
Remarque : en particulier on retrouve un phe´nome`ne bien connu en caracte´ristique nulle,
a` savoir que la dimension chute a` mesure qu’on s’e´loigne du degre´ me´dian.
De´monstration. — Notons V (resp. S) l’ensemble des valeurs propres de q
−
d−i
m,ξ−2
2
v ρ(Frobw)
(resp. les parame`tres de Satake modulo l associe´s a` m). D’apre`s la proposition pre´ce´dente si
λ ∈ V alors {λ, qvλ, · · · , q
im,ξ+1
v λ} ⊂ S. En particulier, les valeurs propres e´tant suppose´es
distinctes, on a V ⊂ S et donc le cardinal de V est ≤ d. Notons alors que, comme l’ordre
de qv est > d, alors qvV n’est pas inclus dans V : en effet sinon on aurait q
n
vV ⊂ V et
V contiendrait un ensemble de la forme {α, qvα, · · · , q
d
vα} ce qui n’est pas car V est de
cardinal ≤ d. Prenons alors λ0 ∈ V tel que λ0qv 6∈ V , i.e. λ0q
2+im,ξ
v 6∈ S. On en de´duit
alors que pour tout k = 1, · · · , 1 + im,ξ, l’e´le´ment λ0q
k
v appartient a` S mais pas a` V , d’ou`
le re´sultat.
Le re´sultat suivant est l’analogue, dans le cadre restrictif des varie´te´s de Shimura simples
de Kottwitz-Harris-Taylor, du the´ore`me principal de [13], cf. aussi le the´ore`me 6.3.1 de [6].
4.16. The´ore`me. — Soit m ve´rifiant (4.3), il existe alors une repre´sentation continue
ρ
m
: GF −→ GLd(Fl)
non ramifie´e a` toutes les places ne divisant pas I et telle que pour tout w ∈ Spl(I), le
polynoˆme caracte´ristique de ρ
m
(Frobw) est
Pm,w(X) :=
d∑
i=0
(−1)iq
i(i−1)
2
w Tw,iX
d−i ∈ TI/m ≃ Fl.
De´monstration. — On choisit une place v telle que, avec les notations pre´ce´dentes, I =
Iv ∈ Iv, et on reprend la preuve du the´ore`me 4.7. Afin de formaliser l’argument introduisons
la notion suivante : on dira d’un TI-module M qu’il ve´rifie la proprie´te´ (P), s’il admet une
filtration finie
(0) = Fil0(M) ⊂ Fil1(M) · · · ⊂ Filr(M) = M
telle que pour tout k = 1, · · · , r, il existe
– une repre´sentation automorphe Πk irre´ductible et entie`re de G(A), apparaissant dans
la cohomologie de XI,ηv a` coefficients dans Vξ,Ql,
– une repre´sentation irre´ductible entie`re Π˜k,v de meˆme support cuspidal que Πk,v
– et un TI-re´seau stable Γ de (Π
∞,v
k )
Iv ⊗ Π˜
GLd(Ov)
k,v tel que
– soit grk(M) est libre et isomorphe a` Γ,
– soit grk(M) est de torsion et un sous-quotient de Γ/Γ′ pour Γ′ ⊂ Γ un deuxie`me
TI-re´seau stable.
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La proprie´te´ (P) est clairement stable par extensions, par sous-quotients et, en remplac¸ant
la condition ξ-cohomologique par ξ∨-cohomologique, par dualite´.
Pour un tel TI-moduleM et pour tout k tel que gr
k(M) non nul, le syste`me de parame`tres
de Satake modulo l de grk(M)⊗Zl Fl est la re´duction modulo l d’un syste`me sur Zl associe´
a` une repre´sentation automorphe apparaissant dans la cohomologie de XI,ηv a` coefficients
dans Vξ,Ql. D’apre`s [9] a` cette repre´sentation automorphe est associe´e une repre´sentation
galoisienne dont la re´duction modulo l sera telle qu’aux places non ramifie´es, les frobenius
auront pour valeurs propres les parame`tres de Satake modulo l donne´s en une telle place
par grk(M) ⊗Zl Fl. Ainsi il suffit de montrer que les H
i(X≥1I,s¯v , Vξ,Zl) ve´rifient la proprie´te´
(P).
Pour ce faire nous allons montrer par re´currence sur h de d a` 1, que les H i(X≥hI,s¯v , Vξ,Zl)
ve´rifient la proprie´te´ (P). On sait de´ja` que c’est le cas pour les parties libres, cf. la propo-
sition 3.9, et donc c’est vrai pour h = d. Supposons donc le re´sultat acquis jusqu’au rang
h+ 1 et conside´rons la suite exacte courte
0→ ih+1,∗Vξ,Zl,|X≥h+1I,s¯v
[d− h− 1] −→ j≥h! j
≥h,∗Vξ,Zl,|X≥hI,s¯v
[d− h] −→ Vξ,Zl,|X≥hI,s¯v
[d− h]→ 0.
D’apre`s l’hypothe`se de re´currence, les groupes de cohomologie de ih+1,∗Vξ,Zl,|X≥h+1I,s¯v
[d−h−1]
ve´rifient (P) ainsi que ceux de j≥h! j
≥h,∗Vξ,Zl,|X≥hI,s¯v
[d− h] en degre´ i ≤ 0 puisqu’ils sont soit
nuls pour i < 0, soit sans torsion pour i = 0. On en de´duit alors que les groupes de
cohomologie de V
ξ,Zl,|X
≥h
I,s¯v
[d − h] ve´rifient (P) en degre´ i ≤ 0 et donc, par dualite´, pour
tout i.
Remarque : moralement notre preuve est dans l’esprit tre`s proche de celle du the´ore`me 6.3.1
de [6], i.e. toute classe de torsion dans la cohomologie de XI se rele`ve en caracte´ristique
nulle dans la cohomologie en degre´ me´dian d’une varie´te´ d’Igusa. (6) En particulier on
n’obtient pas de ≪ nouveaux ≫ syste`mes de parame`tres de Satake, ce qui d’apre`s [6] semble
eˆtre un phe´nome`ne partage´ par les varie´te´s de Shimura contrairement a` ce qui se passe
dans le cas ge´ne´ral, cf. [13].
4.17. Hypothe`se. — Si θ : GF −→ GLn(Fl) est une repre´sentation irre´ductible continue
telle que pour tout v ∈ Spl(I), on a
Pm,v(θ(Frobv)) = 0 resp. Pm∨,v(θ(Frobv)) = 0
alors θ est e´quivalent a` ρ
m
(resp. a` ρ
m
∨).
Remarque : d’apre`s [7], l’hypothe`se 4.17 est ve´rifie´e si
– soit ρ
m
est induit d’un caracte`re de GK pour K/F une extension galoisienne cyclique ;
6. Pour une telle proprie´te´ le choix de la place v ∈ Spl(I) est libre et il n’est pas difficile de ge´ne´raliser
ce fait pour toute place v ∈ Spl.
TORSION DANS LA COHOMOLOGIE DE CERTAINES VARIE´TE´S DE SHIMURA COMPACTES 19
– soit l ≥ d et SLd(k) ⊂ ρm(GF ) ⊂ F
×
l GLd(k) pour un sous-corps k ⊂ Fl.
4.18. The´ore`me. — Supposons que ρ
m
ve´rifie l’hypothe`se 4.17 et que l ≥ d + 2. Alors
les H i(XI,η¯, Vξ,Zl)m sont sans torsion.
Remarque : on obtient ainsi une version ame´liore´e du the´ore`me 3.4.2 de [7].
De´monstration. — En utilisant le fait que m∨ ve´rifie, par hypothe`se, la meˆme condition
que m, il suffit de montrer que les H i(XI,η¯, Vξ,Zl [d − 1])m ou de manie`re e´quivalente, que
les H i(XI,η¯, Vξ,Zl[d − 1])m∨ , sont sans torsion pour i ≤ 0 : en effet s’il existait i > 0
tel que la torsion de H i(XI,η¯, Vξ,Zl[d − 1])m e´tait non nulle, alors par dualite´ celle de
H−i+1(XI,η¯, Vξ,Zl[d− 1])m∨ serait aussi non nulle.
On raisonne alors par l’absurde et on note comme pre´ce´demment im,ξ ≥ 0 le plus
grand indice i tel que la torsion de H−i(XI,η¯, Vξ,Zl [d − 1])m est non nulle. Soit alors
θ une repre´sentation de GF obtenue comme sous-quotient irre´ductible de la torsion de
H−im,ξ(XI,η¯, Vξ,Zl[d− 1])m. D’apre`s la relation de congruence 4.2 et l’hypothe`se pre´ce´dente,
on en de´duit que θ est isomorphe a` ρ
m
et que donc, pour tout v ∈ Spl(I), les valeurs
propres de θ(Frobv) correspondent aux parame`tres de Satake modulo l donne´s par m, a`
multiplication par q
d−1
2
v pre`s.
Comme l−1 > d, on choisit v ∈ Spl(I) tel que l’ordre de v|Q modulo l est > d. Soit alors
q
d−1
2
v λ une valeur propre de Frobv agissant sur la torsion de H
−im,ξ(XI,η¯, Vξ,Zl [d− 1])m : la
re´duction modulo l de λ est un parame`tre de Satake modulo l de m. D’apre`s la preuve de
la proposition 4.14, il existe alors une repre´sentation automorphe Π dont la composante
Πv est de la forme
Πv ≃ St2+im,ξ(χv,1)× χv,2 × · · · × χv,u,
pour χv,1, · · · , χv,u des caracte`res non ramifie´s de F
×
v , et avec λ = χv,1(̟v)q
−
i
m,ξ+1
2
v . Les
parame`tres de Satake modulo l sont alors donne´s par{
χv,1(̟v)q
−
i
m,ξ+1
2
v , χv,1(̟v)q
−
i
m,ξ−1
2
v , · · · , χv,1(̟v)q
i
m,ξ+1
2
v , χv,2(̟v), · · ·χv,u(̟v)
}
.
En particulier, on remarque que si λ est un parame`tre de Satake modulo l de m a` la place
v alors qvλ aussi. Comme par hypothe`se l’ordre de qv modulo l est > d, alors q
i
vλ serait un
parame`tre de Satake modulo l de m a` la place v, pour tout i = 0, · · · , d, ce qui donnerait
d+ 1 parame`tres distincts ce qui ne se peut pas, d’ou` la contradiction.
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